I

Inhaltsverzeichnis

1. Affine Geometrie
1.0. Aligemeine affine Riume

1.0.1. Parallelverschiebungen .................. . ... . ... 1
1.0.2. Affine Unterrdume von Vektorridumen . ................ 1
1.0.3. Gruppenhomomorphismen und Untergruppen . ........... 2
1.04. Operationen von Gruppen . ...........ccovvvnnvnnnes 3
105, AffineRidume . ......... ... . 0.t rrininnins 4
1.0.6. Vektorriume und affineRdume ..................... ]
1.0.7. Parallelogramme, freie Vektoren, Ortsvektoren ........... 5
1.0.8. Synthetische Einfitlhrung affiner Rdume ................ 6
1.1. Affine Abbildungen und Unterriume
1.1.0. Affine Abbildungen von Vektorrdumen ................ 7
1.1.1. Affine Abbildungen affinerRéume ................... 8
1.1.2. Einfache Eigenschaften affiner Abbildungen ............. 9
1.1.3. Charakterisierung von Translationen .................. 11
1.14. AffineUnterrdume .. .......... ... ... cuiiininnnnnn 11
1.1.5. Jeder affine Unterraum ist ein affinerRaum ............. 12
1.1.6. Durchschnitt und Verbindung affinerRédume ............ 12
1.1.7. Geometrische Charakterisierung affiner Unterrdume . ....... 13
1.1.8. Der Translationsraum des Verbindungsraumes ............ 15
1.1.9. Geometrische Charakterisierung des Verbindungsraumes . .. .. 16
1.1.10.Dimensionsformel .............. ... ... ..., 17
1.1.11.Projektionen in Vektorrdumen ...................... 18
1.1.12.Parallele Unterrdume, Parallelprojektionen .............. 19
1.2. Affine Koordinaten
1.2.1. Affin unabhiingige Punkte, affineBasen ................ 21
1.2.2. Affine Basen und affine Abbildungen ................. 22
1.2.3. Affine Koordinatensysteme ...............ccc0eu... 23
1.24. DasTeilverhdltnis ............. ... i ivnuun. 23
1.2.5. Drei Siitze der Elementargeometrie ................... 25
1.2.6. Parameterdarstellungen, Affinkombinationen ............ 26
1.2.7. Parameterdarstellung des Durchschnitts . ............... 28
1.2.8. Beschreibung affiner Abbildungen durch Matrizen ......... 29
1.29. Fixpunkte ........... ...t iinnrinnnenrnnnn 30

1.2.10.Dilatationen . ......... ... ..ttt 31



IV Inhaltsverzeichnis

1.3. Kollineationen
1.3.1. Affinititen und Kollineationen ...................... 31
1.3.2. Korperautomorphismen ................ ... ... ... 32
1.3.3. Semiaffinitdten .............. ...y 33
1.3.4. Der Hauptsatz der affinen Geometrie . ................. 35

1.4. Quadriken
1.4.0. Ellipse, Hyperbelund Parabel . ...................... 36
1.4.1. DefinitionvonQuadriken ..................cc...... 53
1.4.2. Beispiel einer Hauptachsentransformation .............. 56
1.4.3. Satz iber die Hauptachsentransformation . .............. 57
1.4.4. Rechenverfahren fiir die Hauptachsentransformation ....... 61
1.4.5. Geometrische Aquivalenz und projektiver Abschlu ........ 64
14.6. Topologischer Abschluff .......................... 65
14.7. Geometrischer Klassifikationssatz .................... 70
148. Nomalformen .............. . ¢cciiiieininnnnrans 72

1.5. Euklidische affine Rdume
1.5.1. Definitionenund Beispiele ......................... 74
1.52. Isometrien . ........c.ovivnieeeneronenncnnans 75
1.53. KONGrUBNZeN . ........ccvonvneennennnnnnnnssnns 76
1.54. EulerscheWinkel . ........... ... iiiinnnn 77
1.5.5. Ahnlichkeiten .............c.00iirierrnnnrnnnnnn 79
1.5.6. Geometrische Charakterisierung von Ahnlichkeiten ........ 80
1.5.7. Hauptachsentransformation von Affinitdten ............. 81
1.5.8. Geometrische Hauptachsenkonstruktion ............... 82
1.5.9. Metrische Hauptachsentransformation von Quadriken ....... 85
1.5.10. Beispiele zur Hauptachsentransformation .............. 89

2. Konvexe Mengen und lineare Optimierung

2.0. Problemstellung
2.0.1. EinBeispiel ...........c0 ittt 92
2.0.2. Formulierung der allgemeinen Aufgabe ................ 94

2.1. Konvexe Mengen und ihre Extremalpunkte
2.1.1. Strecken, konvexe Mengen,Halbrdume ................ 95
2.1.2. Konvexe Hiillen und Konvexkombinationen ............. 96
2.1.3. SimplizesundPolyeder .................... .. ..... 97
2.14. Extremalpunkteund Ecken ........................ 98
2.1.5. Existenz optimaler Extremalpunkte .................. 99
2.1.6. Berechnung der Extremalpunkte . .................... 100

2.1.7. Vorliufige Losung der Optimierungsaufgabe ............. 102



Inhaltsverzeichnis \'A

2.2. Das Simplexverfahren
2.2.1. EBinTrennungslemma ...............0iiuvernnnnn. 103
2.2.2. Polyeder und Losungen von Ungleichungssystemen ........ 104
2.23. EinSatzvonMinkowski ...........00iiininrnnnnnn 105
2.24. KantenvonPolyedem ........................... 106
2.2.5. DasAustauschlemma ............................ 107
2.26. DasEckentableau ..................ccviiunnn.. 109
2.2.7. Charakterisierung optimaler Ecken ................... 110
2.2.8. Einfache und mehrfache Ecken ..................... 111
2.2.9. Ubergang zu einer benachbarten Ecke ................ 112
2.2.10. Pivotsuche mit Hilfe charakteristischer Quotienten ........ 114
2.2.11.Rechenverfahren firden Ubergang . ................. 115
2.2.12.Losung der Optimierungsaufgabe ................... 117
2.2.13.EinBeispiel ........... ... ... . . ... i 119
2.3. Ausnahmefiille
2.3.1. Nicht kompakte Lésungsmenge .................... 121
2.32. MehrereoptimaleEcken ......................... 122
2.33. MehrfacheEcken . .............cciiiivinrnnnnn 122
2.3.4. Pivotsuche bei mehrfachenEcken ................... 123
2.3.5. StationdirerAustausch . .......................... 124
23.6. KonvexeOptimierung . .............. .00, 125

3. Projektive Geometrie

3.0. Vorbemerkungen

3.1. Projektive Riiume und Unterrdume
3.1.1. ProjektiveRéume .................. .. i 134
3.1.2. Homogene Koordinaten ......................... 134
3.1.3. Projektive Unterrdume ...............c00ovvuuun.n 135
3.14. Unendlich ferne Hyperebene ...................... 135
3.1.5. Durchschnittund Verbindung ..................... 137

3.2. Projektive Abbildungen und Koordinaten
3.2.1. Projektive Abbildungen ...................... wee. 138
3.2.2. Projektive Rdume und affineRdume ................. 140
3.2.3. Abschluf affinerRume ......................... 144
3.2.4. Projektiv unabhiingige Punkte, projektive Basen . ......... 144
3.2.5. Projektivititen mit vorgeschriebenen Werten ............ 146
3.2.6. Projektive Koordinaten .......................... 147
3.2.7. Beschreibung von Projektivititen durch Matrizen . ........ 147

3.2.8. Beschreibung von projektiven Unterriumen durch Gleichungen 149
3.2.9. Zentralprojektionen und Perspektivitiiten .............. 150



A" | Inhaltsverzeichnis

3.3. Invarianten von Projektivititen

3.3.1. Doppelverhdltnis ............... ... iy 152
3.3.2. Berechnung des Doppelverhiltnisses ................. 154
3.3.3. Doppelverhiltnis bei Permutation der Punkte ........... 156
3.34. Doppelverhiltnis und Teilverhdltnis . ................. 157
3.3.5. Harmonische Punktepaare ........................ 157
3.3.6. Vollstandige Vierseite .................covitvnenn 158
3.3.7. Die Sétze von DesarguesundPappos . ................ 159
3.3.8. Kollineationen und Semiprojektivititen ............... 163
3.3.9. Der Hauptsatz der projektiven Geometrie .............. 163
3.3.10. Beweis des Hauptsatzes der affinen Geometrie ........... 168
3.4. Dualitiit
34.1. PolundPolarebeimKreis ........................ 169
342. Korrelationen . ..........coienurierennnnanans 171
3.4.3. DualerprojektiverRaum . .................. . ..... 172
3.4.4. Der Hauptsatz iiber Korrelationen ................... 173
3.4.5. Korrelationen und Sesquilinearformen . ............... 173
34.6. Hyperebenenkoordinaten ........................ 174
34.7. DasDualitdtsprinzip . ......... ... it 175
3.4.8. Hyperebenenbiischel . ................ ... 177
3.5. Quadriken
3.5.1. Homogene Polynome, Kegel, Quadriken ............... 179
3.5.2. Die Schnitte eines Kreiskegels . .................... 181
3.5.3. Quadriken und Bilinearformen ..................... 183
3.54. Projektive Bildervon Quadriken .................... 184
3.5.5. Projektive Hauptachsentransformation ................ 186
3.5.6. Rechenverfahren fiir die Hauptachsentransformation ...... 188
3.5.7. Bestimmung der Hauptachsenform .................. 191
3.5.8. Verschiedene Gleichungen fiir eine Quadrik ............ 193
3.59. Geometrische Klassifikation ....................... 195
3.5.10.Normalformen ...........ciciiiernnnncnnannns 198
3.5.11. Tangenten und Tagentialhyperebenen ................ 201
3.5.12.DerSatzvonPascal ........... ... . i 202
Anhang. Das Erlanger Programm von FelixKlein ................... 208
Literaturhinweise . ............. it iienirararroeannnasns 210
Sachregister . ............cieiitreriraniana it 212
Namensregister . ..........ccoiiitnmnnnenrnnannrnnennnnns 214



	Inhaltsverzeichnis
	[Seite 1]
	[Seite 2]
	[Seite 3]
	[Seite 4]


